Uczenie sie pojec

Mamy dziedzine zbiér X, atrybuty a € A jako dowolne funkcje okreslone na tej
dziedzinie a : X — A, i klase poje¢ C. Pojecia ¢ € C sa funkcjami ¢ : X — C gdzie C
jest zbiorem kategorii pojec klasy C.

Pojecie pojedyncze ¢ ma zbiér kategorii C' = {0, 1}. Kazde pojecie pojedyncze
wyznacza podzbidr dziedziny zawierajacy pozytywne probki tego pojecia
X¢={zxe X |c(x)=1}

W ogdlnym przypadku pojecie wielokrotne ma zbiér kategorii o licznosci |C| > 2.

W zbiorze prébek P C X tego pojecia mozemy wyrdznic zbidr probek z kategoria

d € C oznaczany P°? lub w skrécie P4, czyli P = {x € P | ¢(x) = d}, dla jakiego$
pojecia c. Jesli zatem c jest pojeciem pojedynczym to zbidr probek pozytywnych tego
pojecia X¢ = X! a zbiér XY = X \ X! jest zbiorem wszystkich jego prébek
negatywnych.
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Przyktad: zbior prostokatow na ptaszczyznie

1

Pojedyncze pojecie ¢ bedzie wyznaczone przez pare punktéw (I.,d.) i (pe, ge), a zbidr
prébek pojecia ¢ mamy jako: X¢ = {z € R? | I, < a1(z) < pc Nd. < az(x) < g.}

ag(x)

gc

dc

1 Przyktad z prostokatami na ptaszczyznie pochodzi z [Kearns,

pe a(z)

Vazirani, 1994].
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Przyktad: zbior funkcji boolowskich

Dziedzina bedzie zbidr n-elementowych tancuchéw binarnych dla pewnego n > 1, czyli
X = {0,1}". Prébkami poje¢ beda n-elementowe ciagi zer i jedynek, ktére mozna
opisa¢ n funkcjami atrybutéw aq, ..., a,, reprezentujacymi kolejne bity, gdzie

a; : X +— {O, 1}

Pojecia moga by¢ reprezentowane przez formuty logiczne, na przyktad dla n = 3
pojecie ¢ mogtoby by¢ reprezentowane przez formute —aq(x) A (az(x) V az(x)), co
oznacza, ze pozytywnymi probkami sa wszystkie ciagi z zerem w pierwszym bicie,

| z jedynka przynajmniej w jednym z bitow 2 i 3.

Zbior wszystkich mozliwych réznych pojec pojedynczych jest réwnowazny zbiorowi
wszystkich réznych funkcji boolowskich dla n-elementowych ciagéw binarnych i ma
licznoé 22"
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Hipotezy

Hipotezy beda reprezentowaty wynik uczenia sie. Zbidr mozliwych hipotez oznaczymy
‘H. Kazda hipoteza h € H jest funkcja h : X — C, podobnie jak pojecia. Doktadne
nauczenie sie pojecia ¢ jest mozliwe tylko wtedy gdy C C H, bo mamy wtedy pewnos¢,
ze w zbiorze hipotez jest hipoteza identyczna z pojeciem, ktérego sie uczymy. Na
odwrét, doktadne nauczenie sie pojecia moze nie by¢ mozliwe gdy H C C,H # C.

Poniewaz probki uczace opisane sa za pomoca atrybutdéw, wiec hipotezy musza

w efekcie mieC postac funkcji: h : A1 X As... X A, — C gdzie A1, Ao, ..., A,, s
przeciwdziedzinami atrybutéw okreslonych na X. Gdyby dla dwdch réznych prébek
x1, o wszystkie atrybuty miaty dla nich rowne wartosci, wtedy dla kazdej hipotezy A
bytoby h(z1) = h(x2).
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Informacja trenujaca

Dla zbioru prébek P C X oznaczymy:

P" zbiér prébek z P pokrywanych przez hipoteze h, czyli takich, dla ktérych
h(x) =1 (dla poje¢ pojedynczych)

P zbiér prébek z P, dla ktérych h(z) = d,d € C (dla dowolnych pojeé)

Prébke etykietowana pojecia ¢ okreslonego na dziedzinie X zapisujemy (x, c(x)),
gdzie r € X.

Seria uczaca jest serig probek etykietowanych, gdzie obiekt x jest wyrazony przez
wektor wartosci atrybutow, a etykiety jest przypisana mu kategoria.

Praktycznie, seria uczaca jest seria wektorow atrybutow z etykietami.
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Btedy w uczeniu sie pojec

Ogdlnie: btad charakteryzuje stopien zgodnosci klasyfikacji probek przez pojecie
docelowe i hipoteze.

Btad prébki e¢%(h) dla zbioru probek P

_ |fz € Pla(x) # c(a)}]
P

ep(h)

gdzie
rp(h) = {z € Plh(z) # c(x)}]

jest liczba niepoprawnie zaklasyfikowanych probek ze zbioru P.

Btad rzeczywisty hipotezy to jest wartos¢ oczekiwana btedu prébki na losowo
wybranym zbiorze probek. Jesli probki sa wybierane z dziedziny zgodnie z pewnym
rozktadem prawdopodobienstwa () to btad rzeczywisty bedzie:

eq(h) = Pracalh(z) # c(z))

gdzie Pr,cq oznacza prawdopodobienstwo przy zatozeniu wylosowania x ze zbioru X
zgodnie z rozktadem (2.
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Btedy w uczeniu sie poje¢ — przyktad

A
ag(z) 5

al(x)>

Dla pojecia i hipotezy, oraz 23 probek przedstawionych na powyzszym rysunku btad
prébki €% (h) = 2—73 poniewaz 7 prdbek zostato btednie zaklasyfikowanych przez
hipoteze (4 pozytywne, i 3 negatywne).

Bfad rzeczywisty eg,(h) jest prawdopodobienstwem tego, ze probka wybrana losowo

z rozktadem () bedzie nalezata do obszaru zacienionego, czyli Pro(R. + R},), gdzie R,
| R}, oznaczaja prostokaty odpowiadajace pojeciu i hipotezie, a R. - Rj oznacza
roznice symetryczna zbiorow.
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Zadanie indukcyjnego uczenia sie pojec

Majac dane: dziedzine X, klase pojec¢ C, i przestrzen hipotez H ucznia, oraz pewne
ustalone, ale nieznane, pojecie docelowe c € C, jak réwniez zbidr trenujacy T' C X
| serie uczacy probek etykietowanych z tego zbioru, nalezy znalez¢ hipoteze h € H,
ktora jest najlepszym przyblizeniem pojecia ¢ wedtug pewnego kryterium.

Jako kryterium, w najprostszym przypadku, mozna przyja¢ minimalizacje btedu probki
na zbiorze trenujacym e5.(h).

W rzeczywistosci jednak celem uczenia sie jest osiagniecie najlepszego przyblizenia
pojecia docelowego w przypadku ogdlnym. Jesli probki wybierane sa z dziedziny
zgodnie z pewnym rozktadem €2, i zbidr trenujacy réwniez zostat skonstruowany na
podstawie tego rozktadu, to jako kryterium wyboru hipotezy mozna przyjac
minimalizacje btedu rzeczywistego eg,(h).
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Inne rodzaje indukcyjnego uczenia sie

Gdy nieznane s3 kategorie probek poje¢, uczen moze by¢é zmuszony sam je sobie
stworzyC. Zadanie uczenia sie tworzenia pojec jest zatem dwuetapowe: pierwszym
etapem jest pogrupowanie probek serii uczacej na podgrupy odpowiadajace wybranym
kategoriom, a nastepnie uczenie sie tak okreslonego pojecia.

W uczeniu sie pojeé zbiorem wartosci jest niewielki zwykle zbior kategorii. Niekiedy
moze to by¢ caty zbidr liczb rzeczywistych, i wtedy zadanie uczenia sie polega na
uczeniu sie aproksymacji nieznanej funkcji na podstawie serii probek.
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Tryby uczenia

Tryb wsadowy — cata seria trenujaca od razu, zadnych interakcji ze srodowiskiem
lub nauczycielem. Najprostszy tryb uczenia sie; kazdy algorytm moze byc uzyty
w tym trybie.

Tryb inkrementacyjny — probki trenujace sa dostarczane pojedynczo i uczen
powinien kazdorazowo korygowac swoja hipoteze biezaca. Przydatny gdy nie ma
okreslonego zbioru uczacego a uczenie odbywa sie przy biezacej obserwacji.

Tryb epokowy — tryb podobny do inkrementacyjnego, lecz prébki dostarczane sa
partiami. Maja zastosowanie te same algorytmy.

Tryb korekcyjny — prébki uczace podawane sa pojedynczo, lecz bez etykiety,
| uczen ma wyznaczy¢ wartosc¢ swojej hipotezy dla danej probki, po czym otrzymuje
od nauczyciela informacje korygujaca.
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Szacowanie btedow hipotez

Estymacja przedziatowa — szacowanie wartosci pewnego nieznanego parametru
populacji na podstawie estymatora — zmiennej losowej o wartosciach wyznaczanych
na podstawie losowej proby elementow z tej populacji.

Estymacja przedziatowa polega na wyznaczaniu przedziatdw ufnosci dla
estymowanego parametru na podstawie estymatora. Robi sie to dla ustalonego
poziomu ufnosci, czyli prawdopodobienstwa, ze rzeczywista warto$¢ parametru
znajdzie sie w tym przedziale.

Przedziatem ufnosci dla parametru p o poziomie ufnosci 1 — o0 dla 0 < d < 1 jest
kazdy przedziat, do ktérego wartos¢ p nalezy z prawdopodobienstwem 1 — 0.

Przedziaty ufnosci dla btedu rzeczywistego hipotezy mozna wyliczy¢ korzystajac

z rozktadu Bernoulliego (k sukceséw w n prébach). Zaktadajac, ze ,sukcesem” bedzie
pomytka w klasyfikacji dla kolejnego przypadku wybranego z dziedziny z rozktadem (2,
prawdopodobienstwo tego sukcesu jest btedem rzeczywistym.
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Model PAC

W modelu PAC (ang. probably approximately correct) przyjmuje sie zatozenia jak
w zadaniu indukcyjnego uczenia sie, oraz dodatkowo zaktada sie, ze kolejne probki
zbioru trenujacego 1’ generuje wyrocznia, ktéra definiuje sie jako zmienna losowa
EX(c, ) zwracajaca probke etykietowana (x, c(x)) przy czym x € X jest probka
wylosowana zgodnie z rozktadem §2.

Zadaniem ucznia jest wygenerowanie hipotezy h € H minimalizujacej btad rzeczywisty
e (h).

Model PAC zmierza do okreslenia warunkodw, przy ktérych jest mozliwe wyznaczenie

hipotezy h o ograniczonym btedzie rzeczywistym z okreslonym prawdopodobienstwem.
Te warunki nazywaja sie warunkami PAC-nauczalnosci.

Obliczeniowa teoria uczenia sie — model PAC 13



PAC-nauczalnosc¢

Klasa poje¢ C jest PAC-nauczalna za pomoca H, jesli istnieje algorytm, ktéry dla
dowolnych 0 < e <110 < d <1 w wyniku pracy z dostepem do wyroczni EX
generujacej informacje trenujace, z prawdopodobienstwem co najmniej (1 — d) znajduje
hipoteze h, dla ktérej eg)(h) < e.

Zauwazmy, ze hipoteza musi zosta¢ wygenerowana dla dowolnie wybranych
parametrow € i d, i dla dowolnego pojecia c i rozktadu 2.

Moznaby podejrzewad, ze sa to wygdérowane wymagania i PAC-nauczalnosc jest
trudna do osiagniecia i rzadka. Jednak mozna popatrzeC na to z innej strony. Jesli
rozwazamy hipoteze h ktéra czesto daje istotne btedy (> €), to po przetestowaniu jej
na dostatecznej liczbie probek uczacych, wada hipotezy zostanie wykryta, i bedzie ona
mogta by¢ odrzucona. Na odwrét, jesli potrafimy wygenerowaé hipoteze spdjna

z dowolnie duza liczba prébek uczacych (tzn. btad hipotezy bedzie < €), to
prawdopodobnie ta hipoteza bedzie poprawna, i to prawdopodobienstwo bedzie tym
wieksze, im wieksza jest liczba probek.

PAC-nauczalno$¢ mozna zatem osiagnaé za pomoca kompetentnego algorytmu
generowania hipotez i dostatecznie duzej liczby probek uczacych.
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Efektywna PAC-nauczalnosc¢

Klasa poje¢ C jest efektywnie PAC-nauczalna jesli jest PAC-nauczalna i istnieje
algorytm PAC-uczenia sie, ktéry dziata w czasie wielomianowym ze wzgledu na 1/9,
1/€, rozmiaru prébki z X i rozmiaru pojecia z C.

Uzyte tu rozmiary prébek i poje¢ maja stanowi¢ miare ich ztozonosci przektadajaca sie
na naktad obliczen niezbedny do ich przetwarzania. Dla probek rozmiarem moze by¢
liczba atrybutéw. Dla poje¢ wyznaczenie rozmiaru jest trudniejsze. Na przyktad, dla
dziedziny prostokatow mozna przyjac staty rozmiar rowny 4, poniewaz kazde pojecie
mozna opisaé czterema liczbami. Dla dziedziny funkcji boolowskich jako rozmiar
pojecia mozna przyjac liczbe literatow niezbednych do zapisania funkcji prawdy pojecia.
Beda zatem istniaty pojecia o mniejszych i wiekszych rozmiarach.
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PAC-nauczalnos¢ dla prostokatow

Odniesiemy obecnie pojecie PAC-nauczalnosci do dziedziny prostokatéw na
ptaszczyznie. Btad rzeczywisty dowolnej hipotezy h wzgledem dowolnego pojecia ¢
i rozktadu prawdopodobienstwa €2 wynosi: e, (h) = Prq(R. +~ Rp), gdzie R. i R,
oznaczaja prostokaty odpowiadajace pojeciu i hipotezie,

a R.+~ Ry = (R.\ Rp) U(Ry\ R.) oznacza réznice symetryczna zbioréw.

A
ag(x) 5
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trenujacego 1" najmniejszy prostokat zawierajacy wszystkie probki pozytywne. Wtedy
Ry C R, a zatem R. ~ R, = R. \ Ry.

ag(x) 5
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Chcemy zwiazac btad rzeczywisty hipotezy z prawdopodobienstwem jego otrzymania.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nowo wygenerowany punkt nalezacy do R, nie
bedzie nalezat do R},?
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Mozemy przyjac, ze:
Pro(R.) > €

(Poniewaz gdyby, na odwrét, byto Pro(R.) < € to réwniez bytoby

es(h) = Pro(R. \ Rp) < € i btad rzeczywisty bytby zawsze ponizej dopuszczalnej
granicy.)

Rozwazmy przesuwanie lewego boku prostokata pojecia R, tak dtugo, az
prawdopodobienstwo wylosowania punktu w prostokacie zmniejszy si¢ o 7. Na pewno

jest to mozliwe (rysunek po lewej).

ag(x) ag(z) ag(z)
| RN SR ==
I €' le '3
ﬁ: 4 : :4 “-
| e .|
Re ! 4 L IR, Rp " IRe
aifz) ajlx) ay(x)

Mozemy powtdrzy¢ te operacje dla wszystkich bokéw prostokata R, (rysunek
srodkowy). Aby btad hipotezy h nie przekraczat €, wystarczy zapewnié, ze we
wszystkich pasach bocznych prostokata R. znajdzie sie przynajmniej po jednej prébce

-----

PI’Q(RC \ Rh) < €
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Jak mozemy zagwarantowac, ze co najmniej po jednym punkcie znajdzie sie w kazdym
z bocznych paséw prostokata pojecia?

Tak by sie nie stato, gdyby co najmniej jeden z pasow bocznych zostat ominiety przez
wszystkie punkty zbioru uczacego. Prawdopodobienstwo ominiecia jednego
konkretnego pasa bocznego przez wszystkie prébki serii T' wynosi najwyzej: (1 — §)|T|,
zatem prawdopodobienstwo ominiecia ktoregokolwiek z nich jest cztery razy wieksze:

4(1 — 97l

Chcielibysmy, zeby to prawdopodobienstwo nie przekroczyto o:

€
41 — )T <
(1=7) 0

co korzystajac z nieréwnosci 1 + a < e® przy a = —7 mozna przeksztatcic do:

1
(In4 4+ In =)

4
T|> -
7] > - 5

Przedstawione rozumowanie dowodzi PAC-nauczalnosci zagadnienia prostokatow

-----

minimalna liczbe probek, gwarantujaca spetnienie warunkéw PAC-nauczalnosci.
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Warunki ogdlne PAC-nauczalnosci

Mozna wykazac, ze w przypadku ogolnym, jesli istnieje algorytm generujacy hipotezy
spojne z dostatecznie dtuga serig uczaca, to klasa pojec jest PAC-nauczalna.

Konkretnie, dla liczby prébek, zwanej ztozonoscia prébkowa (sample complexity):

1

1
N > —
€ )

(In— 4+ In|H|)

jesli algorytm generuje hipotezy spdjne z tymi prébkami, dla dowolnych € i 0, to
z prawdopodobienstwem co najmniej (1 — §) hipotezy te posiadaja btad mniejszy niz €.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie mowi, ze dowolna hipoteza spojna z danej dtugosci
zbiorem préobek bedzie spetniata warunki PAC-nauczalnosci. Zauwazmy réwniez, ze

liczba probek okreslona w twierdzeniu jest warunkiem wystarczajacym
PAC-nauczalnosci.
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Rozmiar przestrzeni hipotez

Wartos¢ |H| we wzorze na ztozono$¢ prébkowa jest rozmiarem przestrzeni hipotez,
ktéra np. dla zbioru funkcji boolowskich wynosi 22", Zatem ztozonoé¢ prébkowa tej
przestrzeni rosnie tak jak 2". Poniewaz liczba mozliwych probek pozytywnych rowniez
wynosi 2", zatem osiagniecie PAC-nauczalnosci dla klasy funkcji boolowskich moze
wymagac zbadania prawie wszystkich probek.

Przyczyna tego jest oczywista — przestrzen hipotez zawiera hipotezy (funkcje
boolowskie) klasyfikujace dowolna probke w dowolny sposéb. Dla dowolnej liczby IV
probek, hipotezy zgodne z nimi dzielg sie w réwnej liczbie na takie, ktére sklasyfikuja
probke x,,1 1 jako pozytywna jak i negatywna. Jesli rozpatrujemy rzeczywiscie dowolne
funkcje boolowskie, to bez zbadania (prawie) wszystkich tych prébek trudno bytoby
skutecznie nauczy¢ sie takiej funkg;ji.

Jak z tego wynika, skuteczne uczenie sie mozna uzyskac tylko w takim przypadku, gdy
klasa rozwazanych funkcji boolowskich (przestrzen hipotez H) bedzie istotnie
ograniczona. Ograniczenie tej klasy, z jednoczesnym zapewnieniem ogdlnego warunku
C C 'H, jest mozliwe jedynie przy wykorzystaniu pewnych dodatkowych informacji

o klasie C.
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Mozna wyrdznic kilka ogdlnych schematow wykorzystania dodatkowej informac;i
o klasie C zaby umozliwi¢ skuteczne uczenie sie.

Jednym z tych schematdéw jest wymaganie aby hipoteza byta prosta. Na przyktad,
w algorytmie uczenia drzew decyzyjnych, przyjeto heurystyczne zatozenie, ze
generowane s3 hipotezy minimalizujace entropie.

Inng metoda jest uzycie zredukowanej. fatwiejszej do przeszukiwania przestrzeni
hipotez, przy zatozeniu, ze znaleziona ta droga hipoteza bedzie dostatecznie zblizona
do rzeczywistej funkcji klasy.

Jeszcze innym podejsSciem jest wykorzystanie posiadanej wiedzy od problemie.
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Rozbijanie zbioru prabek

Jesli funkcje ze zbioru hipotez H sa zdolne podzieli¢ zbiér P zawierajacy m probek na
wszystkie 2" sposobow, niezaleznie od sposobu etykietowania tych probek, to
moéwimy, ze H rozbija (ang. shatters) zbiér P.

— — — + _
3 punkty rozbijane 4 punkty nierozbijalne

Jak widac na powyzszych obrazkach, kazdy zbior trzech punktéw na ptaszczyznie moze
byc rozbity prosta, ale nie dla kazdego zbioru czterech punktow traktowanych jako
probki etykietowane istnieje prosta, ktora je poprawnie rozdziela. Mozna powiedzieé, ze
zbidr hipotez H sktadajacy sie z prostych na ptaszczyznie rozbija kazdy zbior trzech
prébek niewspdtliniowych, ale nie rozbija zbioru czterech prébek (bo istnieja dla nich
takie sposoby etykietowania, ze nie da sie ich rozdzieli¢).
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Wymiar Wapnika-Czerwonenkisa

Chcemy oszacowac zdolnosc¢ danego algorytmu klasyfikacji do nauczenia sie klasyfikacji
roznych pojec¢. Pewne algorytmy klasyfikacji moga by¢ zdolne do nauczenia sie jednych
pojec, a niezdolne do nauczenia sie innych.

Klasa klasyfikatoréw f rozbija zbidr punktéw (x1, xs, ..., T, ) jesli dla dowolnego
przypisania etykiet tym punktom, istnieje klasyfikator z tej klasy, ktéry prawidtowo
klasyfikuje te punkty.

Wymiar Wapnika-Czerwonenkisa (VCdim, Vapnik-Chervonenkis dimension) klasy
f Jest najwieksza liczba punktéw, ktéra klasa f rozbija.

Na przykiad, klasa klasyfikatoréw realizowanych za pomoca prostych w przestrzeni R?
ma VCdim réwny 3.

Wymiar Wapnika-Czerwonenkisa jest uzyteczna miara ekspresywnosci zbioru hipotez.
Aby hipoteza spojna ze zbiorem treningowym miata szanse na dobra generalizacje,
liczno$¢ zbioru treningowego musi znacznie przekracza¢ VCdim dla danej przestrzeni
hipotez i okreslonego zagadnienia.
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Zwiazek wymiaru Wapnika-Czerwonenkisa
z PAC-nauczalnoscia

Twierdzenie: Przestrzen hipotez H jest PAC-nauczalna iff posiada skonczony wymiar

VCdim.

Twierdzenie: Zbior hipotez H jest wtasciwie PAC-nauczalny jesli:

1. m > () max[41g(2),8 VCdim 1g(13)],

€ €

2. istnieje algorytm generujacy hipoteze h € H spdjna ze zbiorem treningowym
w czasie wielomianowym (ze wzgledu na m i n).
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